SOMMABILITE |

I. Ensemble dénombrable‘

Définition : | Un ensemble est dénombrable s’il est en bijection avec ]N‘ (c’est a dire s’il existe une bijection

de IN dans E ou de E dans IN).

Un ensemble est dit au plus dénombrable s’il est en bijection avec une partie de IN.

Conséquence immédiate :

E est dénombrable <= E est de la forme {x,,/n € IN} ou les x,, sont distincts

E est au plus dénombrable <= FE est de la forme {z;/i € I} ou I C IN et ou les z; sont distincts.

Propriétés :

7 et IN? sont dénombrables.
Tout produit cartésien d’ensembles dénombrables est dénombrable.

Une réunion au plus dénombrables d’ensembles dénombrables est dénombrable.

@ est dénombrable.

Démo : * Les entiers pairs sont envoyés sur les entiers négatifs, et les entiers impairs sont envoyés sur les
N —7Z

entiers strictement positifs : ¢ : est une bijection.

x A savoir : tout entier naturel non nul s’écrit de fagon unique en produit d’un nombre impair et une puissance
N? — IN L

de 2, donc ¢ : est une bijection.
(prq) — 2P(2¢+1) -1

II. Famille sommable |

En vue de généraliser les sommes finies et les sommes de séries de réels positifs, on admet sans soulever de
difficulté qu’on sait associer a toute famille au plus dénombrable (z;);c; d’éléments de [0, 4o00] sa somme

Z(I}i, et que pour tout découpage par paquets : I = |_| I,,, réunion disjointe alors on a :

i€l neN

—+00
E T, = soit g xi:E E X
iel i€l n=0 \iel,

Définition : Soit (x;);e; une famille au plus dénombrable d’éléments de [0, +00]

On dit que la famille (z;);c; est sommable si Z x; < +00 |. Sinon, on notera Z T; = +oo.
iel iel

En pratique, dans le cas positif, on peut découper, calculer et majorer les sommes directement,

la finitude de la somme valant preuve de sommabilité ‘

Remarque : Cette définition suggeére dés & présent que le calcul de Z x; ne devrait pas dépendre de 'ordre
i€l
+0o0
dans lequel on choisit de sommer. La notation E u, de la théorie des séries indique au contraire qu’on
. n=0 .
somme les u,, dans 'ordre naturel : ug, puis on ajoute uy, puis us etc...

Définition : Soit (z;);e; une famille au plus dénombrable de complexes.

On dit que la famille (z;);es est sommable si Z |z;| < 400 |, autrement dit, si la famille (|z;|);er est sommable.
el




Théoréme 1 : Cas des séries absolument convergentes

Soit (un), N une suite de €. On a :

<u”)n€]N est sommable <= la série ) u,, est absolument convergente.

+oo
Si c’est le cas, on a alors : E Uy = E Upy.

nelN n=0
Conséquence :
+oo +oo
Si o est une permutation de IN, et si la série ) u,, est absolument convergente alors : Z Uy = Z U ()
n=0 n=0

Soit (x;);er une famille de complexes, et (y;);cr une famille de réels.
Théoréme 2 :

SiViel, |z <y, la sommabilité de (y;);er implique celle de (z;);er.

Propriétés des familles sommables dans [0, +oc] : I et J sont des ensembles au plus dénombrables.

Soient (%:);cy s (Yi)ier (wij); jyerx,y des familles d’éléments de [0, +o0] et A € IR.

x croissance dans IR : Si x; < y; pour tout ¢ € I alors Z T; < Z Yi dans [0, +0o0].

i€l i€l
x Linéarité : Z Az + ;) = )\Z:ci + Zyi.
el i€l i€l
“+oo
* Sommation par paquets : Si [ = |_| I,, alors on a : sz = Z (Z m2>
neN el n=0 \iel,

* | Théoréme de Fubini : Z Z Ujj = Z Z Ugj |

i€l jed jeJ el

En particulier, si 'une des sommes est finie (famille sommable), 'autre aussi et elles sont égales.

*x Familles produits : Z Ty = Z T; X Z Yj-

(i,7)eIxJ el jeJ

Propriétés des familles sommables dans IK : & part la croissance, ce sont les mémes propriétés, mais il

faut ajouter les hypothéses de sommabilité.

Par exemple, pour les familles produits, il faut commencer par : Si (z;);; et (yj)je ; sont sommables, alors

TiYi) s s est sommable et : Tiy; = x; X i, que 'on peut noter Tl
Yj (4,9)eIxJ Yj Yj Yj
(i,7)eIxJ el jedJ (¢,5)eIxJ

Exo : calculer les sommes suivantes :
400 +00 400 +00

1 1
Si = Z Z — = Z Z — d’aprés le thm de Fubini avec I = J = [2, +-o0] car...
n=2 p=2 p p=2n=2 p

“+o00

n
n
SQ = Z 27, en remarquant que n = Z 1



